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一、前言

在雷射增益介質上要能直接產生可見光能階的

躍遷是不容易的，因此在固態雷射的範疇中，利用

非線性晶體來達成頻率 (或波長) 的轉換是一個重

要的應用。不論是利用混頻、差頻或是光參數振盪

器的方式來作頻率轉換，在非線性晶體內都必須滿

足能量守恆及動量守恆。而動量守恆即為相位匹配

的條件，因此非線性晶體在本質上必須具有雙折射

率的特性。本文以光束在非線性晶體內產生交互作

用為出發點，介紹非線性晶體在一外加強電場的作

用下所產生的非線性效應，以及走離角與非線性係

數之計算，最後更以 G. D. Boyd 與 D. A. Kleinman

於 1968 年所發表的文章來討論走離效應對轉換效

率的影響。

二、倍頻轉換原理

在自然界中，物體與物體之間的交互作用皆遵

循著能量守恆與動量守恆的原則，頻率轉換也不例

外。就能量守恆的觀點，E1 + E2 = E3，而 E = w，
所以可得到頻率轉換的機制 (w1 + w2 = w3)。就動量
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守恆的觀點，P1 + P2 = P3，而 P = k，所以可以得

到 k1 + k2 = k3。在此篇文章中我們將探討利用非線

性元件來作為光與光之間交互作用的媒介。非線性

元件的功能包含混頻、放大與振盪，所謂的混頻則

包含倍頻、差頻、和頻等。

首先我們考慮一介質的極化向量與電場的關

係，其關係的數學形式如下：

Pi = e0cijEj + 2dijkEjEk + 4cijklEiEkEl + … (1)

在電磁學中我們將光視為電磁波，當電磁波入射至

介質中的時候，介質的帶電粒子會受到振動，而振

動之位移與極化向量 P 成正比，其中 dijk 為二次非

線性係數，其數量級約為 10–12 m/V，也就是說在強

電場的作用下，此非線性項才會顯著。由馬克斯威

爾方程式：

當考慮電場是高斯 (Gaussian) 分布時，可將電場寫

成下式：

其中，w(z) 為光束的半徑、w0 為光腰的大小。高

斯光束 (Gaussian beam) 在傳遞時，其波前的分布

在光腰的位置可視為一平面波，所以在光腰的位

置：
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h 於是在光腰處的電場可表示為：

將 (5) 式代入 (2)、(3) 兩式，假設雷射光束在進入晶

體時，入射光幾乎沒有損耗，dE1i /dz @  0、dE2k /dz

@  0，且考慮晶體無吸收，s 3 = 0，由能量守恆

w1 + w2 = w3，考慮 w1 = w2 = w3 /2，可以得到
下式：

利用波因亭向量 (Poynting vector) 表示一電磁

波單位面積的能量流，根據波因亭定理 (Poynting’s

theorem)，√ = E ¥ H = (E．E*) /2h，√  為波因亭向
量 (W/A2)，h 為 。在此先計算基頻光的功

率，再代入波因亭定理，求倍頻光的功率，可得到

其轉換效率為：

轉換效率

當滿足相位匹配條件時，倍頻光功率將正比於基頻

光功率，且與晶體長度的平方成正比。在 (7) 式中

我們可以發現，當晶體長度 L 變大時，轉換效率

就會提高，也就是當晶體長度變長時，基頻光束在

晶體內的作用會變強，所以轉換效率會提高。但是

當晶體長度大於兩倍的 Rayleigh 長度 (Rayleigh

length, z0) 時，光束截面積會變大，以致光束每單
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位面積的能流變小，使得轉換效率下降。因此我們

假設在兩倍 Rayleigh 長度之內，其光束截面積變

化不大，將 L = 2z0 = 2(pw 2

0n1 /l) 代入 (7) 式：

由 (8) 式可得知理想的轉換效率式與晶體長度一次

方成正比的關係，而不是與晶體長度的二次方成正

比關係。

當我們考慮轉換效率的提高，可分別由三個部

分來看：

1. ： 當 DkL = 0 時，

= max (如圖 1)，如此可以

得到 Dk = k3 – k1 – k2 = 0 時的轉換效率最高，此

即是所謂相位匹配 (phase matching) 的條件。相

位匹配在非線性光學的頻率轉換技術中是一個

很重要的觀念。為了使在晶體中互相作用的光

束的相速一致：由 k (w) = w 、 k (2w) = me w
0
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。一般而言，介

質中的折射率與波長有關，其會隨波長而變

化，這種現象稱之為色散 (dispersion)。亦即對

同一波長的光束而言，介質中的折射率不同是

無法達到相位匹配的。然而對於非線性晶體 (考

慮負單晶軸) 而言，雙折射與色散的特性可使一

入射波長之光束有 e-ray (extra-ordinary ray) 和 o-

ray (ordinary ray) 之分，此兩種光具有不同之折

射率，分別為 ne、no，但在晶體上的某一切角可

使得 ne、no 折射率相同，即 ne

(2w)(q) = no

(w)(q) (如

圖 2)。由於晶體的折射率可以一橢圓球來表示，

因此在 q 方向上可解得 e-ray 折射率 ne：

ne(q) = 。

2. 晶體長度：由於光束會隨著傳播距離而發散，

也就是說當晶體長度太長時，光束截面積變

大，此時導致轉換效率下降，所以設計適當的

晶體長度，才能得到最佳的轉換效率。

3. 非線性轉換係數 (dijk)：由 (8) 式可得知，轉換效

率與非線性轉換係數成二次方關係。就 KTP、

LBO、BBO 此三種晶體而言，經計算可得到

KTP 非線性轉換係數約為 7.36 ¥ 10–12 m/V，LBO

非線性轉換係數約為 1.17 ¥ 10–12 m/V，而 BBO

非線性轉換係數則約為 1.537 ¥ 10–12 m/V。比較

此三者的非線性轉換係數，KTP 晶體在我們計

算中擁有最大的非線性轉換係數，因此此三種
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≠ nz) 中，由於橫切面方向與縱向之電位移 (D) 的不

同，所以可以將波分為 o-ray 與 e-ray。在圖 4 中，

我們標記出波向量 (wave vector, k) 與波因亭向量

(√) 的方向。由圖 4 可知，ki．√i = √i cosai，假

設三個方向上的波向量 k1、k2和 k3在非線性晶體中

是共線匹配，即 k1、k2和 k3的方向都一樣，而其與

波因亭向量 (√1、√2 和 √3) 的夾角分別為 a1、a2

和 a3，將電場 (視為高斯波) 分別表示成下列三式：
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晶體中 KTP 晶體具有較高的轉換效率。

三、走離效應

我們藉由圖 3 來說明光束的走離效應，其中 l

為晶體的長度，lc 則是走離的光束在晶體中所行走

的距離，而 leff 是入射至晶體的光束在走離前相互

重疊的長度。由圖 3 可知，lc >> l但 leff << l，考慮

其對轉換效率的影響說明如下。

在一個非均勻介質中，電位移 (D) 不再與電場

(E) 同向，將電位移 (D) 表示成下式：

Dx = e11Ex + e12Ey + e13Ez (9)

Dy = e21Ex + e22Ey + e23Ez

Dz = e31Ex + e32Ey + e33Ez

已知 D = e0E + P，由 (9) 式可以得知電場 (E)

與電位移 (D) 方向並不相同。在單晶軸晶體 (nx = ny

圖 3.晶體中走離角效應。
圖 4.單晶軸晶體中走離角關係圖。

圖 5.

雙晶軸晶體中具

走離角的能量流

方向。
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圖 5 為波向量 (k) 與波因亭向量 (√1、√2 和 √3)

的關係圖，而√1、√2、√3的傳播方向分別為 z1、

z2、z3，ai 為波因亭向量 √i 與波向量 k 所夾的角

度，而 bij為兩波因亭向量 (√i、√j) 所夾的角度：

將式 (13)、(14)、(15) 中的指數項作整理可以得到：

考慮雷射光束在晶體中傳送幾乎沒有損耗，則

(13)、(14) 式等於 0，對 (15) 式積分，並代入波因

亭定理，由圖 5 可知，dz3 /dz1 = 1 /cosb13、dz3 /dz1 =

1 /cosb 23：
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在此，我們假設波向量共線匹配，亦即 k = k3 –

k2 – k1 = 0。當考慮光束在晶體中的走離效應時，比

較 (8) 式與 (16) 式，其中由於走離效應使得光束的

等振幅面與等相位面相互分開，光束入射晶體後將

產生偏折，此相當於增加了光束在晶體中行走的長

度 (圖 3)，cosai就是表示此種變化。再者，由於三

個光束相對晶體所走離的角度各有不同，而導致基

頻波在走離前的重疊長度變短，使得其疊加的振幅

亦變小，因此降低了轉換效率，而 cosbij (cosbij =

Ei．Ej) 就是表示此種變化。

四、走離角計算

1.單晶軸晶體中走離角之計算
參考圖 4，考慮一橢圓方程式 (x2/n 2

o) + (y2/n 2

e) =

1，在點 (nosinq, necosq)，波向量 k的單位向量與波

因亭向量√的單位向量可以表示成

由 k̂與 √̂的內積可得
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+
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+
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圖 6.雙晶軸晶體折射率橢球示意圖。
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2.雙晶軸晶體中走離角之計算
晶體晶軸的定義為光束沿著晶軸傳遞時的折射

率是一致的。在雙晶軸晶體中，考慮 nz > ny > nx，

晶軸會落在 x-z平面上 (如圖 6)。

橢圓球的方程式可以寫成 (x2 / n 2

x) + (y2 / n 2

y) +

(z2/n 2

z) = 1，對 x、z 平面作橢圓球之剖面，會產生

一橢圓截面和一圓截面，此橢圓截面的方程式可以

寫成 (x2 / n 2

x) + (z2 / n 2

z) = 1，將橢圓上與圓的焦點

(ny sinW, ny cosW) 代入可得 (sin2W /n 2

x) + (cos2W /n 2

y) =

(1 /n 2

y)，當光束的傳遞方向位在原點至此交點的交

線上，此時，在此方向上傳遞的光束，其所經歷的

折射率是相同的，因此

由圖 7 與圖 8，波向量 (k) 與晶體晶軸的方向 (N̂1、

N̂2)：

垂直於波向量 (k) 且與橢圓球相切可以得到一

橢圓截面，垂直於晶軸 (N1、N2) 且與橢圓球相切

則可以得到兩個圓截面，藉由圖 9 將其標出，由波

向量所形成的橢圓上，可以標示出橢圓的長軸與短
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軸，長軸代表的是晶體上所謂的慢軸，而短軸代表

的則是所謂的快軸，電位移 (D) 就落在此長軸或短

軸上。我們標示落在長軸的電位移為 D1，落在短

軸上的電位移為 D2，又兩晶軸所相切之圓與橢圓

也會相交出兩向量，與晶軸 N1 所相交出來的向量

就稱為 r1，與晶軸 N2 所相交出來的向量就稱為

r2，我們在圖 10 標出它們的關係。

r1 是由垂直於波向量 (k) 與光軸 N1 的兩平面

交線，r2 是由垂直於波向量 (k) 與光軸 N2 的兩平

圖 7.波傳遞方向。 圖 8.雙晶體中晶軸位置。

圖 9.橢圓球。
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面交線，所以 r1一定同時垂直於波向量 (k) 與光軸

N1，並落在垂直於波向量 (k) 且與橢圓球相切所形

成的橢圓截面上。同理 r2 也同時垂直於波向量 (k)

與光軸 N2，且亦落在垂直於波向量 (k) 與橢圓球相

切所形成的橢圓截面上。由圖 10 可了解 r1、r2、

D1與 D2的關係。由波向量 (k) 與光軸 N1作外積，

可以得到 r1，同理可得到 r2：　

由圖 10 可以得知，r̂1 + r̂2 = D1，而 D1 與 z-k

平面所夾的角度為 d，z-k平面的法向量為 n，由圖

11 可以得知 D1與 n的關係：

在雙晶軸晶體中，K ^ D 且 E ^ S，電位移 (D) 的

向量標示如圖 11 所示。

由於 nx ≠ ny ≠ nz，所以光束進入晶體時可以分

為快軸與慢軸，因此我們可以分別表示出在快軸與

慢軸的電位移。電位移的單位向量 (D̂) 可以表示

成：
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圖 10.波向量所切出來的橢圓。

圖 11.

雙晶軸晶體中電位移方向。
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又電位移 (D) 與電場 (E) 的關係式是：

電場的單位向量可以表示成：

快軸：

慢軸：

又光束的走離角為電場與電位移向量的夾角 (a)，

於是利用內積可求得快軸走離角 af = arccos(d f

1e
f

1 +

d f

2e
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2 + d f

3e
f
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五、有效非線性係數的計算

單晶軸晶體中兩電場交互作用，其偏極向量 P
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以用 3 ¥ 6 的矩陣表示之：

在 o-ray 方向上的電場可以表示成

將其單位向量用 â表示：

e-ray 方向上的電場可以表示成

將其單位向量用 b̂表示：

兩電場互相作用，其向量表示式有下列三種：

相位匹配可以分為兩類：

Type I： 負單晶軸相位匹配 deff = bi．djik．aj．ak

正單晶軸相位匹配 deff = bi．djik．aj．bk

Type II：負單晶軸相位匹配 deff = ai．djik．bj．bk

正單晶軸相位匹配 deff = ai．djik．bj．ak
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在雙晶軸晶體中，電場可表示成慢軸電場與快

軸電場，分別用 a、b表示之：

其中

雙晶軸晶體在 I 與 II 類的相位匹配下，有效非線性

係數可以表示成：

六、光束大小的影響

G. D. Boyd 與 D. A. Kleinman 於 1968 年所發

表的文章中提及三光束在晶體中行走時，不再是完

全不被晶體吸收，且光束的截面大小也嚴重的影響

了轉換效率。由 (7) 式可知光束的截面大小與轉換

效率成反比，也就是說當光束的半徑越小時，轉換

效率應越高。但實際上若考慮走離效應時，轉換效

率與光束截面的關係卻不是如此。當考慮走離效應

時，假設光束半徑越小，光束與光束之間只要具有

些微的走離，就會導致兩光束無法重疊產生交互作

用，也就是說轉換效率應會降低。由前面的分析可

知，為了得到更高的轉換效率，必須對入射至晶體

的光束聚焦，而特定的晶體長度對應適當的光束半

徑大小。G. D. Boyd 與 D. A. Kleinman 在文中所提

及的方法概述如下。首先定義：
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雙折射參數 B = r(k1l)
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光束走離角 r
倍頻光之轉換效率為

當考慮聚焦點位於晶體的中心時，m = 0，且假設

晶體無任何吸收，k = 0，此時可簡化 (26) 式中的 h

函數為 h(s,Bx –1/2,0,x,0)，s 所影響的為相位匹配部
分、x 所影響的為聚焦的程度，也就是晶體長度所
對應適當的光束半徑大小。將 Boyd 所計算之轉換

效率與我們所推導的轉換效率作圖 (見圖 12)，所

使用的參數為晶體 (KTP) 長度 9 mm、走離角約

0.26°、激發光源能量 1 W、基頻光 1064 nm、倍頻

光 532 nm，激發 (pumping) 光束的截面積大小為 1

mm。

在圖 12 中不難發現，對於一特定的光束截面

大小，其對應的轉換效率有一最佳值。當光束截面

很大時，l << w0，光束單位面積內能量相對降低，

導致轉換效率較低。又當光束截面很小時，l >>

w0，光束單位面積內能量雖然較高，但由於晶體內

光束的走離效應，致使光束與光束之間只要具有些

微的走離，就會導致兩光束無法重疊產生交互作
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圖 12.考慮走離效應與不考慮走離效應之比較。
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用，而使得轉換效率降低。綜合上述討論，適當的

光束截面積大小將有助於提升轉換效率。

已知聚焦前後光束截面積大小的關係為 w前w後
= (l．f ) /p，由前述分析，可對應出某特定晶體長度
所適用之最佳聚焦鏡 (如圖 13)，就如我們給定之

參數晶體長度 9 mm、激發光束的半徑大小 1

mm，利用圖 13 可對應出其最佳焦距為 97.8 mm。

七、結論

在本篇文章中，我們分析了藉由非線性晶體作

為波長轉換機制的理論、數學模式以及參數設計，

並探討了走離效應對轉換效率的影響，以及考慮聚

焦光束在轉換效率中所扮演的角色。為了得到最佳

的轉換效率，必須對光束聚焦入射至非線性晶體，

且不同的晶體長度需選用不同的聚焦透鏡。另外，

我們更以 Boyd 針對波長轉換效率最佳化所提出的

數值理論及計算建立設計的圖騰，並且成功的改寫

了Boyd 的數學模式，以一個更簡便的模式使設計

者可以更容易的設計出波長轉換效率最佳化的參

數。
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圖 13.晶體長度對最佳化聚焦鏡焦距作圖。
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