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一、前言

近幾十年來，在結構光學 (structured light) 的
研究中，光旋渦 (optical vortex) 以其獨特的特徵
與光學特性(1) 已慢慢在相關的領域中展現其重要

性，包含奇異點光學 (singular optics)(2)、光與物質

的交互作用 (light and matter interaction)(1, 3, 4) 和量
子光學 (quantum optics)(5) 等相關研究。光旋渦位
於螺旋形波前 (helical-phased) 光中沒有強度分布
的奇異點上，而這樣具有方位角 (azimuthally) 旋轉
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於結構光場的相關研究中，光旋渦的產生在實際的應用上扮演相當重要的角色。本文透過理論驗證一個

高階的花瓣 Laguerre-Gaussian (LG) 模態可以被轉換成一組共軸且十字相交的 Hermite-Gaussian (HG) 模
態，且其鑲嵌有對應於軌道角動量態的二維光旋渦陣列。利用這層轉換關係，我們使用可旋轉的  /2 柱面
鏡對，透過實驗來產生具有可觀數量的二維光旋渦陣列的軌道角動量態。更進一步，我們用理論證明一

群 HG 模態與 LG 模態之間的轉換可以導致二維同調態的空間結構從利薩如曲線轉換至次擺線曲線。有了
此轉換關係的連結，我們利用實驗，透過輸入利薩如模態並經過柱面鏡對來轉換、產生各式各樣的結構光

場。本文所呈現的研究結果不只實現了產生各式結構光場的新方法；另一方面，也提供了一些實用的新想

法給後續跟光旋渦相關的研究與應用。

Generation of optical vortices associated with structured light beams plays an important role in practical 
applications. In this article, we theoretically confirm that a high-order “flower-like” Laguerre-Gaussian (LG) 
mode can be transformed into a set of collinear crisscrossed Hermite-Gaussian (HG) modes embedded with two-
dimensional (2D) optical vortex array that defines an orbital angular momentum (OAM) state. Exploiting this 
conversion relation, we experimentally produce the OAM state of considerable two-dimensional (2D) optical vortex 
array by utilizing a rotatable  /2 cylindrical lens mode converter ( /2-CLMC). Moreover, we theoretically verify 
that converting the Hermite-Gaussian modes into the Laguerre-Gaussian can lead to the spatial morphologies of 
the two-dimensional (2D) coherent states to be transformed from Lissajous fi gures to trochoidal curves. With this 
transformational relationship, we experimentally generate various structured lights by exploiting a cylindrical-lens 
mode converter to transform the optical Lissajous modes. The present investigation not only manifests a notable 
method to generate optical coherent waves with various orbital spatial morphologies, but might provide some useful 
insight in the study of the vortex light beam and its further applications.

先進雷射技術與
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特性的相位項意味這樣的光場具有所謂的光學軌

道角動量 (optical orbital angular momentum)(6)。而

在實際的應用面上，擁有光學軌道角動量的光場

已被廣泛地使用於不同領域的研究上，其中包含

雷射鑷夾 (optical tweezers)(1, 3, 4)、光學測試 (optical 
testing)(7)、顯像過程 (image process)(8, 9)、量子糾纏 
(quantum entanglement)(5) 和非線性光學 (nonlinear 
optics)(10) 的探究。
目前已知有相當多的模態轉換元件  (mode 

converter) 可用於產生單一個光旋渦，數種模態轉
換元件中舉凡柱面鏡對 (cylindrical lenses)(10, 11)、

螺旋相位板 (spiral phase plate)(12)、電控全像術 
(computer generated holograms)(13) 和光楔子 (optical 
wedge)(14) 皆能有效地用來產生光旋渦。而要成功
地產生一個光旋渦(11-13)，最常見的方式就是利用一

個 Hermite-Gaussian (HG) 模態經過模態轉換元件
的作用來產生具有單一光旋渦的 Laguerre-Gaussian 
(LG) 模態。LG 模態的波前是螺旋形且其相位項可
寫下為 exp(il )，其中 l 被定義為光旋渦的拓樸電
荷 (topological charge)，也因此可以確定其具有光
學軌道角動量，而這項性質使 LG 模態能被廣泛地
應用於光學操控(1, 3, 4)、偵測(7) 等研究上。而 HG 模
態與 LG 模態之間的模態轉換關係利用菲涅爾積分 
(Fresnel integral)(15) 或量子算子 (quantum operator)
(16) 配合理論推演也已得到了驗證。
除了單一個獨立的光旋渦，成群的光旋渦能

排列出更豐富新奇的旋渦結構，而用來產生一群

光旋渦最常見的方法就是透過干涉 (interference)。
舉例來說，過去有趣的實現包括二維的光旋渦

陣列 (optical vortex array)(17)、藉由疊加數個平

面波 (plane wave) 產生出來的光旋渦線 (optical 
vortex line) 之三維拓樸的研究(18) 和利用兩個 Ince-
Gaussian (IG) 模態干涉所製造而得的光旋渦陣
列 (19)。有別於單一個獨立的光旋渦，成群的光

旋渦尤其能應用於光學計量 (optical metrology)
(20)、光學微影 (microlithography)(21)、量子處理 
(quantum processing)(5)、微型光機馬達操控 (micro-
optomechanical pumps manipulation)(22) 和探討奇異
點陣列的非線性傳遞 (nonlinear propagation of array 
of singularities)(23) 等相關的研究。

本文首先提出一個用來產生光旋渦陣列的新

方法，是透過輸入一個花瓣 LG (flower LG) 模態
(24) 經模態轉換元件來產生二維的光旋渦陣列。過

去用於產生花瓣 LG 模態的實驗包含使用大孔徑
的 CO2 雷射 (large-aperture CO2 laser)(25)、固態雷射

共振腔 (solid-state laser cavity)(24, 26, 27) 和垂直腔之
面射型半導體雷射 (vertical-cavity surface-emitting 
semiconductor laser)(28)。不像原本單環的 LG 模態 
(single-ringed LG mode)，花瓣 LG 模態是由兩個擁
有相同拓樸電荷但相位是為反向旋轉前進的單環 
LG 模態同調疊加而形成，因此花瓣 LG 模態並不
具有光旋渦的結構而與之相關的探討又以圖騰形成 
(pattern formation)(24, 26-28) 的研究中最多。
也因如此，利用花瓣 LG 模態來產生所謂的光

旋渦陣列，相信是一個新穎且實用的課題。去探討

其可行性，我們首先以理論驗證花瓣 LG 模態可以
經過模態轉換形成一對十字交錯且垂直正交的 HG 
模態，而形成之光旋渦陣列是位於兩個 HG 模態的
相交處。而在數個模態轉換元件中， /2-柱面鏡對 
( /2-cylindrcal-lens mode converter) 已被驗證其擁
有相當好的轉換性能；比較轉換前後之模態，使用 
 /2-柱面鏡對之模態純度比 (mode purity) 與轉換效
率 (conversion efficiency) 都能高達 95% 以上(29)。

也因如此，這裡我們選用  /2-柱面鏡對作為我們的
模態轉換元件，來實現 HG 模態與 LG 模態之間的
轉換。並透過此轉換關係，利用輸入一花瓣 LG 模
態來產生鑲嵌有二維光旋渦矩陣的十字形交錯的 
HG 模態。更重要的是，藉由改變柱面鏡對的旋轉
角度，我們能定量地調控兩個 HG 模態之間的相對
相位差。

除了利用基本模態 (fundamental modes)－HG 
模態與 LG 模態之間的轉換關係來產生光旋渦的
方式，文中我們進一步探討具有更複雜光旋渦結

構的高階 (high-order) 雷射模態，包含利薩如模
態 (Lissajous modes)(30) 和次擺線模態 (Trochoidal 
modes)；顧名思義，這兩種模態分別具有古典利
薩如曲線和次擺線曲線的形貌。而在過去的研究

中，利薩如模態已被驗證其為一群簡併的 HG 模態
疊加干涉而成，且實驗上可以利用簡併雷射共振

腔 (degenerate laser resonator) 來有效地產生(30)。而
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文內，我們闡述次擺線模態是由一群 LG 模態同調
疊加而成，由於 LG 已知其具有確切定義的光旋渦
結構，所以數個 LG 模態的疊加結果可以預期得到
相當複雜的光旋渦結構。而在實驗上，同樣地利

用  /2-柱面鏡對，我們成功地轉換可以表示為一群 
HG 模態疊加而得的利薩如模態至由一組 LG 模態
同調干涉而成的次擺線模態。而產生這樣坐落於古

典週期性軌跡上且具有局域化 (localized) 結構特徵
的波函數已成為不同物理學門中最基本但相當重要

的元素，其中包含固態物理 (solid-state physics)、
原子物理 (atomic physics)、雷射物理(30, 31) 等都有
相關的探討。這些具有複雜光旋渦結構特徵的結構

光場之探討與研究相信能在未來刺激更多有趣的應

用與發想。

二、 Hermite-Gaussian 與 Laguerre- 
Gaussian 模態之波函數

HG 模態與 LG 模態構成完整的 (complete) 垂
直正交 (orthonormal) 基底，能有效地用來疊加形
成不同振幅大小的分布函數。此外，HG 模態和 
LG 模態亦為大多數雷射共振腔中所能激發出的本
徵模態 (eigenmodes)。由於本徵模態的普遍性和易
可達性，我們可以藉此來有效地產生和進一步地研

究光漩渦陣列。我們首先就簡單地概述這些本徵態

和它們之間的模態轉換關係。

在近軸近似下 (paraxial approximation)，對
應於直角坐標系 (Cartesian coordinates) 下，橫
模階數 (transverse indices) 為 (n, m) 和縱模階數 
(longitudinal index) 為   的 HG 模態其波函數可以
表示為(32)：     
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range)。Hn(·) 是第 n 階 (order) 的 Hermite 多項式，
kn,m, 為波數，G(z) = tan1(z/zR) 則為 Gouy 相位。
相同地，在圓柱座標系下，以圓柱對稱為特徵的 
LG 模態，可表示成徑向階數 (radial indices) 為 p，
方位角階數 (azimuthal indices) 為 l 和縱模階數為   
之波函數(32)：       
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且  LP
l(·)  為方位角階數為  l  和徑向階數為  p  的 

Laguerre 多項式， p,l,(r,  , z) = kz[1 + r2/2(z2 + 

zR
2)]，

( )
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lp lN p l p    ，其中  0,l = 1 
當 l = 0 且 p, l ≥ 0。其中需要特別注意的是，不同
正負符號的方位角階數 (l 和 l) 代表具有軌道角動
量的 LG 模態中相反方向的拓樸電荷  lħ。

三、 Hermite-Gaussian 與 Laguerre- 
Gaussian 之模態轉換

Gaussian 模態之間的轉換關係在文獻 15、16 
中已被詳細地證明和討論，我們利用雙箭頭 “” 
來描述其之間的轉換關係，表示如下：
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其中，p = min(n, m)，l = m  n，又由於轉換時必
須遵守橫模階數守衡，因此 2p + l = m  n。由公
式 (5)，我們可以清楚地知道帶有相反拓樸電荷
的 LG 模態可分別轉換成一個橫模階數為 (n, m) 的 
HG 模態或與之相同但旋轉 90° 且橫模階數為 (n, 
m) 的 HG 模態。此轉換結果可以簡單地利用龐加
萊球 (Poincare-sphere) 來了解(33)，過去龐加萊球被

視為一個能用來有效了解偏振態 (polarized state) 之
間轉換關係的實用方法，而後來相關的研究顯示 
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LG 模態和 HG 模態之間的轉換關係能完美地映射
在龐加萊球上。

四、二維光旋渦之形成

為了使以上的探討更有意義，接下來回到我們

所關心的光漩渦陣列。我們的目標是透過同調疊加

的方式，疊加兩個相對相位差 (relative phase) 為   
且擁有相同總階數為 n + m 的兩個垂直相交的 HG 
模態來產生一個光漩渦網絡。因此，由 HG 模態疊
加而成的波函數可直接表示成：

         , , ,, , , , , , ,HG HGi
n m n m m nx y z x y z e x y z    

        (6)

其中，  為兩個 HG 模態間的相對相位差。為了方
便明白公式 (6)，我們以橫模階數 (n, m) = (0, 11)、
=/2 的例子作為代表，如圖 1 所示。

在許多量子實驗當中，同調疊加是相當重

要的核心概念。相位奇異點只能透過同調疊加

(coherent) 而不是非同調疊加 (incoherent) Gaussian 
模態來產生。在參考文獻 5 中，Alipasha Vaziri 等
人強調在量子糾纏 (quantum entanglement) 和量子
資訊 (quantum information) 等量子物理的應用當
中，同調疊加態是相當重要的一環。雖然可從他們

的研究當中了解到相對相位差對同調疊加的重要

性，但是在他們的研究中卻沒看到定量的分析和易

於操控的實驗方法。因此，在這篇文章中，我們的

重點在於如何從簡潔的雷射架構中來研究相對相位

差對十字形 HG 模態的影響，進一步探索其中的物
理內涵和相對相位差在光漩渦的形成中所扮演的重

要角色。

光漩渦被定義為位於純量場 n, m(x, y, z,  ) 實
部和虛部成分均為零的相位奇異點上，而且漩渦的

中心沒有強度分布(34, 35)。換句話說，當相對相位

差   不為   整數倍時，所得到的光旋渦是位於 HG 

圖 1. 
根據式 (6) 疊加相對相

位差為  =  /2 之
 
0, 11

HG

和
 
11, 0

HG 模態之理論示意
圖。

圖 2. 
對 應 不 同 相

對 相 位 差 之

 0, 11 , , ,x y z 
模態的理論計

算結果。

+ ei /2  =

HG0, 11 0, 11HG11, 0

(a) (b) (c) (d) (e)

(i)(h)(g)(f)

= 0 2/5 /2 3/5 

28/53/27/5
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模態疊加而成的 n, m(x, y, z,  ) 模態之節線 (nodal 
line) 相交處。圖 2 為相對相位差   從 0 變化至 2  
的 |0, 11(x, y, z,  )|2 的強度分布截面圖，並且由圖
可發現其強度分布變化以 2  為一個週期。
為了呈現出漩渦的結構特徵，我們畫出

0, 11(x, y, z,  /2) 的相位分布圖，如圖 3 所示。在
圖 3(b) 中，雖然我們可以發現節線交會處所形成
的奇異點一共有 11 11 個，但是強度夠強足以捕
捉粒子的有效光漩渦(1)，卻大概只有兩個 HG 模態
重疊處的 5 5 個。圖 3(c) 為圖 3(b) 中框起來部分
的放大圖，其中黑點和紅點標示出相位為相反方向

旋轉的光漩渦位置。計算線偏振 (linear polarized) 
光束的橫向線動量密度 (transverse linear momentum 
density) p⊥，我們可以明顯地看出漩渦結構，如圖 
3(d) 所示。而橫向線動量密度 p⊥為

(6)：

　　

 0 * *

2
i         p     (7) 

 

其中，p⊥ = (px, py)，⊥ = (/x, /y)，  代表光
束的頻率， 0 則為自由空間中的介電常數。為了
得到更細節的結構資訊，我們將 p⊥ 歸一化，即 
p⊥ = p⊥/|p⊥|。由於螺旋形的波前意味雷射光束帶
有軌道角動量，因此圖 3(d) 中的漩渦分布即表示
擁有光旋渦陣列的同調疊加態 0, 11(x, y, z,  /2) 確
實是一種軌道角動量態 (orbital angular momentum 
state)。在量子的角度，如何在量子糾纏 (quantum 
entanglement) 和量子資訊 (quantum information)(5) 
的應用中形成軌道角動量態是相當重要的一項課

題。因此，設計一個可行的實驗技術來產生或研究

同調疊加態是相當重要的。

為了發展一可行的實驗架構來產生同調疊加

態 n, m(x, y, z,  )，公式 (5) 中的轉換關係提供了我
們一個靈感。如同一開始的討論，我們可以得到

一個同調疊加態 p, l(r,  , z,  )：   

圖 3. 

(a)  0, 11 , , , 2x y z  的理論結
果，(b) 對應圖 (a) 的相位分
布，(c) 圖 (b) 中方框的放大
圖，(d) 對應圖 (b) 方框內的線
動量密度。

(a)

(c)

(b)
2

0
(d)
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並且透過代數運算，同調疊加態 p, l(r,  , z,  ) 可
以進一步表示成：
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而這個帶有相反拓樸電荷 l，相對相位差為   的
兩個 LG 模態所組成的同調疊加態 p, l(r,  , z,  ) 
形成了一個新的組合。將公式 (9) 和公式 (4) 中的
行進 LG 模態做比較，可以發現其在方位角方向上
的強度分布有 cos2[l( + /2l)] 的變化，造成花瓣 
LG 模態在方位角方向有 2l 個節點，並且不具有軌
道角動量。此外，其強度分布會隨著相對相位差   
的改變而旋轉，但在旋轉的過程中圖案形貌是維

持不變的。圖 4 為 (p, l) = (0, 11) 的 0, 11(x, y, z,  ) 
在不同   時的變化過程。透過圖中的輔助箭號，
可以明顯地看出當 變化一個週期 2  時，同調態 
0, 11(r,  , z,  ) 會跟著旋轉一個角度  /2l = 2 /22。

此研究揭露了當花瓣 LG 模態 p, l(r,  , z,  ) 旋轉
了剛好是相鄰兩峰的角度 2 /2l 時，疊加態 n, m(x, 
y, z,  ) 便可重現。在實驗中如何定量控制十字形 
HG 模態的相對相位差   為一個重要的關鍵，並將
在下個章節做討論。

簡而言之，我們透過理論來證明花瓣 LG 模態
p, l(r,  , z,  ) 可由兩個相對相位差為   且垂直相
交的 HG 模態組成的同調疊加態 n, m(x, y, z,  ) 轉
換得到。只要實驗上有辦法將花瓣 LG 模態轉換成
十字形 HG 模態，就有機會能有效地產生光漩渦陣
列。根據之前的研究(16)， /2-柱面鏡對的模態轉換
和模態間的轉換關係有著很好的類比對應關係，因

此我們確信透過  /2-柱面鏡對轉換花瓣 LG 模態可
以產生擁有光漩渦陣列的十字形 HG 模態。在過去
的研究當中，透過散光鏡片 (astigmatic lenses) 的使
用，一個 HG 模態只能產生一個光漩渦(10, 11)；而本

文所提出的方法，同樣利用  /2-柱面鏡對則能更能
有效地產生漩渦網絡。

五、實驗產生二維光旋渦陣列

我們將實驗架構分成三個部分以方便討論，如

圖 5 所示。第一個部分如圖 5(a) 所示，首先利用
微晶片的固態雷射腔來產生上述的花瓣 LG 模態，

圖 4. 
對應不同相對相位差之疊加態

 0, 11 , , ,r z  的理論結果。

(a) (b)

(d) (e)

(c)



2

/2

3/2

= 0
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做為輸入  /2-柱面鏡對來轉換的模態。第二個部
分位於腔外，主要由一非球面透鏡 (non-spherical 
lens) 和  /2-柱面鏡對所組成，如圖 5(b) 所示。此
部分的主要目的是用來將雷射所產生的花瓣 LG 模
態轉換成十字形的 HG 模態。第三部分則是觀測的
部分，如圖 5(c) 所示。
接著我們將更詳細地說明整體實驗細節。雷

射共振腔是由增益介質 (gain medium) 和一球面鏡
所組成，增益介質為一 a-cut，參雜濃度為 2.0%、
截面積為 3 3 mm2、長度 2 mm 的摻釹釩酸釔 
(Nd:YVO4) 晶體。晶體的其中一面針對 1064 nm 
鍍有部分反射 (partial reflection) 膜，另一面則針
對 1064 nm 鍍有抗反射 (antirefl ection) 膜。球面鏡
的曲率半徑為 R = 25 cm，針對 1064 nm 的反射
率則為 97%。我們利用一輸出波長為 808 nm 的
光纖耦合雷射二極體做為激發源，光纖的半徑為 
100 m、數值孔徑 (numerical aperture) 為 0.16，
最大輸出功率為 1 W。並使用焦距長度 20 mm、
耦合效率 90% 的聚焦透鏡使激發光束聚焦於晶體
上。高階的花瓣 LG 模態的出現起因於圓柱對稱
雷射腔 (cylindrical symmetric laser cavity) 內的像
差 (astigmatism) 和不完美性(25)；要有效的產生高

階的花瓣 LG 模態，關鍵即是透過將光纖耦合二
極體離焦的方式來製造一甜甜圈形狀的激發光束 
(doughnut pump profile)(34, 35)。激發光束的半徑控

制約在 50－200 m，有效腔長則介於 1－1.5 cm 
之間。非球面透鏡的焦距長度為 f = 40 mm，並

固定於可平移的座子上。主要功用為將輸入光束

準直入射到柱面鏡對中間以滿足模態匹配 (mode 
matching) 的條件。 /2-柱面鏡對是由相距 √2f 的兩
個相同柱面鏡所組成，其焦距長度為 f = 25 mm。
透過此可旋轉的  /2-柱面鏡對，我們可以將花瓣 
LG 模態轉換成十字形的 HG 模態，並將輸出光束
投影在屏幕上，利用 CCD 相機觀察遠場的圖騰。
根據之前的論述，模態間的轉換關係 (如圖 6(a) 所
示) 和  /2-柱面鏡對模態轉換有著良好的對應關
係，因此我們可以利用可旋轉的  /2-柱面鏡對來將
雷射腔所產生的花瓣 LG 模態轉換成十字形的 HG 
模態，如圖 6(b) 所示。
由於實驗架構相當地牢固且穩定，實驗結果亦

十分容易重現，因此對於往後的研究和應用中，此

架構有著相當高的可靠性和品質。圖 7 為實驗拍
攝的結果，圖 7(a) 為輸入橫模階數為 (p, l) = (0, 11) 
的花瓣 LG 模態經過  /2-柱面鏡對，圖 7(b) 至圖 
7(j) 則為  /2-柱面鏡對在不同角度 θ 時，花瓣 LG 
模態所對應到的十字形 HG 模態。由於輸出的 HG 
模態永遠會和柱面鏡的主軸夾 45°，因此當  /2-柱
面鏡對旋轉了   角時，實驗拍攝到的十字形 HG 模
態也會跟著旋轉   角。和理論疊加 0, 11(x, y, z,  ) 
所繪出的圖形在旋轉 θ =  /2l 比較後，我們可以發
現實驗得到的結果和理論計算得到的結果有很好

的一致性。本質上來說，θ =  /2l 為當模態轉換元
件固定時，輸入的花瓣 LG 模態和其主軸之間的夾
角。也就是說，根據之前理論的探討，這樣透過旋

圖 5. 實驗架構圖。

(b)(a) (c)

Fiber coupled 
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Lenses Screen

CCD camera
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轉柱面鏡而得到的結果可以瞭解為如圖 4 所示，視
為疊加不同相對相位差   所對應 0, 11(r,  , z,  ) 的
結果。我們在實驗中成功地利用可旋轉的  /2-柱面
鏡對證實了之前所論述的轉換關係。換句話說，帶

有光漩渦陣列的十字形 HG 模態可使用  /2-柱面鏡
對來進行模態轉換而產生。

其中更值得一提的，就是兩個十字形 HG 模態
的相對相位差   可透過旋轉  /2-柱面鏡對做定量
的調整。根據之前的說明可知，因為相對相位差是

造成相位奇異點形成的決定性因素，因此對於光學

軌道角動量的產生，相對相位差的可調性似乎是在

實驗中的最重要的關鍵。在實際的應用層面中，

上述的說明揭露了在兩個橫向維度下操作粒子的

可行性。此外，由於高斯光束 (Gaussian beams) 滿
足雙線性變換 (bilinear transformation)(36)，代表其

橫向模態的結構在自由空間中傳遞經過傅立葉變換 
(Fourier transformation) 依然可以保持原狀，因此所
產生的漩渦陣列即使經過聚焦，依然可以維持在空

間上的結構分布。也就是說，我們能定量地決定聚

焦成光學阱 (optical traps) 的二維光漩渦陣列之特
性。

上述的討論皆是藉由疊加兩個垂直且橫向階數 
n = 0 的 HG 模態來產生二維的光漩渦陣列，接下
來考慮當增加橫向階數 p 探討多環 LG 模態來轉換
時，光漩渦會呈現如何複雜的結構，如圖 8 所示。
圖 8(a) 為 1, 9(r,  , z,  /2)、2, 8(r,  , z,  /2)、3, 

7(r,  , z,  /2) 等 p  0 的花瓣 LG 模態圖，圖 8(b) 則
為 p 0 的花瓣 LG 模態所各自對應到的同調疊加
態 1, 10(x, y, z,  /2)、2, 10(x, y, z,  /2)、3, 10(x, y, 
z,  /2) 的圖像。各自的相位分布則如圖 8(c) 所示，
並且可以明顯地看出相位奇異點的位置。而多環的 
LG 模態可由許多不同的方法來產生(24-28)。如能產

生這些多環的 LG 模態，進一步使用模態轉換元件
來進行轉換，相信所得到的有趣漩渦結構可以提供

一些新的應用與想法。

圖 6. 
(a) 花瓣 LG 模態與十字
形 HG 模態的轉換示意
圖。(b) 模態轉換元件之
旋轉操控圖。
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六、 具古典週期性軌跡形貌之結構光
場的形成

由以上的探討我們清楚地了解到，基本雷射模

態之間的轉換關係和其進一步在光旋渦上的相關應

用；接下來，我們要探討具有更複雜光旋渦結構的

高階雷射模態所形成的結構光場，來研究如何產生

這些光場以發掘其他有趣的應用。首先，我們要先

討論由大菲涅爾數 (large-Fresnel-number) 的雷射共

振腔激發出來的高階雷射模態的光學特性。並利用

前面所述的 HG 和 LG 模態的轉換關係來連結和研
究利薩如模態和次擺線模態之間的變換。更進一步

地，在實驗上我們利用 π/2-柱面鏡對，藉由輸入利
薩如模態來轉換出次擺線模態以實現兩種模態之間

的空間轉換。藉此，也再次利用 π/2-柱面鏡對成功
地產生出具有複雜光旋渦結構的光場。

同調波是簡併雷射模態 (degenerate laser mode) 
線性疊加 (linear superposition) 的結果且其為用來

圖 7. 
入射橫模階數為 (n, m) = (0, 11) 之 
LG 模態與對應不同柱面鏡對旋轉角
度的十字形 HG 模態的實驗結果。

Input mode

(n, m) = (0, 11)

  = 0° 3.27° 4.09°

11.45°8.18°4.91°

12.27° 13.09° 16.36°

Output modes
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描述波動光學連結到幾何光學的最廣義的解釋。本

文其中一個目的即是探討同調波疊加干涉出來的

幾何模態是如何連結到 HG 和 LG 模態之間的疊加
轉換關係。在自由空間傳遞的 HG 模態我們已知如
公式 (1) 所表示；其中當考慮等效長度為 L 的情況
下，波數 kn, m,  可以寫為

　　

kn, m, L =  [+ (n + m)(fT/fL)]  (10)

其中， fL = c/2L 是縱模間距 (longitudinal mode 
spacing)， f T  是橫模間距  ( t ransverse  mode 
spacing)。當  fT / fL 比接近一簡單有理數時，
過去實驗上已被驗證這樣的結果透過縱模和橫模

間的耦合效應 (longitudinal-transverse coupling) 能
使不同頻率的橫模在縱模的幫助下能有效的鎖模 
(locking)(37)。因此，當模態間距比 (mode-spacing 
ratio)  fT / fL 落在一有理數 P/Q 時，一群 HG 模

態
( )

, , ( , , )HG
n pk m qk sk x y z   被發現會被選定組成一群

頻率簡併的模態，其中 k =····2, 1, 0, 1, 2,····、整
數 (p, q, s) 會遵守 s + (p  q)(P/Q) = 0 的規則。為
了簡單起見，整數 p 和 q 皆為正數。則方程式 s + 
(p  q)(P/Q) = 0 中 p  q 就必須為 Q 的整數倍，也
就是說 p  q = K Q，其中，K 也是一個整數。
根據同調態在文獻 37 的表象，由一群簡併的 

HG 模態
( )

, , ( , , )HG
n pk m qk sk x y z   所構成的光學同調

波可表示為　　
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圖 8. 
理論分析，(a) 徑向階數 p 
不為零的 LG 模態，(b) 經
轉換而得到的圖騰，(c) 對
應於圖 (b) 的相位分布圖。

(n, m) = (1, 9) (2, 8) (3, 7)
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c o e f f i c i e n t )，
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n n
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 

   
表示二項式係數 

(binomial coeffi cient)，參數  = p 1  q 2 是不同在 
z = 0 的 HG 模態之間的相對相位差， 1和  2 是跟
波的結構有關的相位因子，而 n̄1、n̄2 與 n̄3 是平均
階數。根據方程式 (1) 的表示，由 HG 的疊加而形
成的同調態可寫下為

      

(12)
 

1 2 3

1 2 , ,1 2 3

1 2

, ,
, ,

1 ( ), ( , , )
,

( , , , )

( , , , ) G n n n

p q s
n n n

i n n zp q i x y z
n n

x y z

x y z e e 







  



  　

和

      
(13)

1 2

1 2

,
,

( ) ( ) ( )
, ,

( , , , )

( , , )G

p q
n n

M
ik p q z ik HG

M k n pk n qk
k M

x y z

C e e x y z 












  


其中，同調模態 1 2

,
, ( , , , )p q

n n x y z  可以得到其
坐落於古典利薩如軌跡參數面：x(, z) = Re[X(, z)]，

y(, z) = Re[Y(, z)]，其中 1[ ( ) ]
1( , ) ( ) Gi q zX z n w z e     

、  2( )
2( , ) ( ) Gi p zY z n w z e       ，0 ≤  ≤ 2  和 

 ≤ z≤ 。很明顯地，利薩如參數面是由不同 z 
平面所對應之不同相位的利薩如曲線所組成。而值

得注意的是，當數值  = p 1  q 2 是 2的整數倍
時，這些利薩如軌跡並不會隨著相位  1和  2 的不
同而改變。

由前面幾節的探討我們已知 HG 模態可以透
過柱面鏡對轉換至 LG 模態。而根據上面的討論得
知，擁有幾何軌跡形貌且坐落於古典利薩如曲線

上的利薩如同調模態是由一群 HG 模態疊加而成。
因此去探討利薩如模態經過柱面鏡對而得的有趣結

果，即是對應到每一個組成利薩如模態的 HG 模態
經過柱面鏡對轉換成 LG 模態進一步疊加而成的呈
現。把 HG 模態用 LG 模態取代，則在公式 (13) 中
由 LG 模態所組成的同調態可寫為　　   

    
　　1 2

1 2

,
,

( ) ( ) ( )
, ,

( , , , )
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M
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由公式 (5) 我們已知 HG 與 LG 模態之間的連結，
這裡我們進一步的把其數學關係式完整地寫出來：
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其中， N = n + m 且    

(15)
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　      (16)

利用古典正則變換  ( canon ica l  t r ans fo rm)  和
量子么正變換  ( u n i t a r y  t r a n s f o r m ) ( 3 0 )  的關
聯性和  S U ( 2 )  代數和  S O ( 3 )  代數的同構
關係  ( i s o m o r p h i c  r e l a t i o n )，L G  同調模態

1 2

,
, ( , , , )p q

n n x y z  可以被證實其坐落於古典參數式：

( , ) Re [ ( , )]x z X z   和 ( , ) Re [ ( , )]y z Y z   ，其中

( , ) (1/ 2) [ ( , ) ( , )]X z X z Y z    、 ( , ) ( / 2)Y z i 
[X( , z) + Y( , z)]，且 0 ≤ ≤ 2  和  ≤ z≤ 。因
此，可以進一步證得 LG 同調模態的空間結構即落
在古典次擺線軌跡上：

                  
 

 　　     
      

1 1
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    　　

由以上我們了解轉換同調態中本徵態的組成成

分 HG 模態至 LG 模態，我們可以得到從古典利薩
如曲線至古典次擺線曲線的連結。這樣的轉換關係

顯示從利薩如模態轉換至次擺線模態的連結可以利

用柱面鏡對來實現。而這裡值得注意的是，次擺線

曲線可以發現其分為內次擺線或外次擺線，是依 

LG 同調態 1 2

,
, ( , , , )p q

n n x y z  中的 符號來決定。

(17a)

(17b)

(14)
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七、 具古典週期性軌跡形貌之結構光
場的產生

過去的研究當中，不同 (p, q) 數值的利薩如模

態 1 2

,
, ( , , , )p q

n n x y z  已能成功地利用簡併雷射腔產生
出來(37)。而在這裡，我們利用這些由雷射共振腔

產生出來的利薩如模態，透過柱面鏡對的操作來實

現從利薩如模態至次擺線模態之間的轉換關係。

其中實驗架構如同圖 5 所示，而有別於產生花瓣 
LG 透過將光纖耦合二極體離焦的方式，這裡為了
激發晶體產生更高階的雷射模態，我們是使耦合

聚焦鏡達到一定程度的離軸 (off-axis) 且產生一強
聚焦 (tight-focused) 的激發光束成像於晶體上。過
去已被證實縱模橫模之間的耦合效應 (longitudinal-
transverse coupling) 和在大菲涅爾數球型共振腔 
(large-Fresnel-number spherical laser cavities) 中的鎖
模 (mode-locking) 機制通常是使同調光波能橫向局
域在隨不同縱向位置因相對相位差的改變而連續變

化的利薩如軌跡上。而在此實驗中，我們即把由球

型共振腔所產生出來的各種利薩如模態經柱面鏡對

來做轉換產生所謂的次擺線模態。

圖 9 展現輸入 (p, q) 同為正號的利薩如模態  

1 2

,
, ( , , , )p q

n n x y z  經柱面鏡對轉換而得到的實驗的結
果。由雷射模態的空間結構可以清楚地看到其從

利薩如曲線至內次擺線的轉換。其所對應的軌跡

方程式可以由公式 (17) 計算而得且呈現於圖 9(a”) 
至圖 9(e”) 中。其中用來模擬實驗結果的參數分別
為，圖 9(a”) 為 (p, q) = (1, 4)、(n̄1, n̄2) = (45, 245) 和 
( 1 2) = ( /2, 0)，圖 9(b”) 為 (p, q) = (2, 5)、(n̄1, n̄2) 
= (40, 219) 和 ( 1 2) = ( /4, 0)，圖 9(c”) 為 (p, q) 
= (1, 8)、(n̄1, n̄2) = (45, 318) 和 ( 1 2) = (0, 0)，圖 
9(d”) 為 (p, q) = (1, 11)、(n̄1, n̄2) = (42, 229) 和 ( 1
 2) = (0, 0)，圖 9(e”) 為 (p, q) = (2, 9)、(n̄1, n̄2) = 
(50, 272) 和 ( 1 2) = ( /4, 0)。實驗上，參數 (p, q) 
的改變是根據不同腔長而決定，而 (n̄1, n̄2) 的大小
是根據不同程度的離軸激發估算而得，而相位因子 

圖 9. (a) 至 (e) 入射的利薩如模態，(a’) 至 (e’) 輸出的內次擺線模態，(a”) 至 (e”) 由式 (17) 計算而得之對應
圖 (a’) 至 (e’) 的古典週期性軌跡。

(a)

(a”)

(a’)

(b)

(b”)

(b’)

(c)

(c”)

(c’)

(d)

(d”)

(d’)

(e)

(e”)

(e’)
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( 1 2) 則與同調波的初始條件相關。 
圖 10 展現輸入 (p, q) 為異號的利薩如模態

1 2

,
, ( , , , )p q

n n x y z  經柱面鏡對轉換而得到的實驗的結
果。有別於內次擺線，雷射模態的空間結構由利薩

如軌跡轉換至外次擺線曲線是因為  1/ 2 為負號。
圖 10 畫出公式 (17) 連結週期性軌跡圖形，其中用
於重現實驗結果而使用的參數分別為，圖 10(a”) 
為 (p, q) = (1, 6)、(n̄1, n̄2) = (44, 240) 和 ( 1 2) = 
( /2, 0)，圖 10(b”) 為 (p, q) = (2, 5)、(n̄1, n̄2) = (125, 
180) 和 ( 1 2) = ( /4, 0)，圖 10(c”) 為 (p, q) = (6, 
8)、(n̄1, n̄2) = (80, 245) 和 ( 1 2) = (0, 0)，圖 10(d”) 
為 (p, q) = (5, 9)、(n̄1, n̄2) = (80, 125) 和 ( 1 2) = 
(0, 0)，圖 10(e”) 為 (p, q) = (3, 11)、(n̄1, n̄2) = (160, 
250) 和 ( 1 2) = (0, 0)。更重要的是，利薩如模態 

1 2

,
, ( , , , )p q

n n x y z  的空間結構不受 符號的影響；然
而，不同模態所對應的符號差異，可以透過經過柱

面鏡轉換後的空間結構來判定。　　

圖 10. (a) 至 (e) 入射的利薩如模態。(a’) 至 (e’) 輸出的外次擺線模態。(a”) 至(e”) 由式 (17) 計算而得之對應
圖 (a’) 至 (e’) 的古典週期性軌跡。

八、結論

總結來說，在第一個部分我們首先成功地利用

花瓣 LG 模態來產生出光漩渦陣列。透過理論證明
花瓣 LG 模態可由帶有光漩渦陣列的十字形 HG 模
態轉換而得。利用模態間的轉換與  /2-柱面鏡對的
模態轉換之間的完美對應關係，我們進一步透過實

驗，利用  /2-柱面鏡對來轉換花瓣 LG 模態得到鑲
嵌有二維光旋渦陣列的十字形 HG 模態。其中很重
要的一點是，我們可以透過旋轉模態轉換元件的角

度來控制十字形 HG 模態之間的相對相位差而得到
不同的圖騰結構。

而在第二部分，我們利用 HG 模態與 LG 模態
之間的轉換關係，證明了利薩如模態的空間結構經

過轉換，可以形成具有古典次擺線曲線形貌的次擺

線模態。在文中，我們也透過輸入一利薩如模態經

柱面鏡對來作轉換，藉此來類比產生出不同的次

擺線模態。實驗的實現一方面驗證了一個值得注

(a)

(a”)

(a’)

(b)

(b”)

(b’)

(c)

(c”)

(c’)

(d)

(d”)

(d’)

(e)

(e”)

(e’)
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意的方法來產生對應於不同軌道形貌的空間同調

態，可以幫助我們了解古典曲線在空間中的拓樸 
(topology) 變化；另一方面，也提供了一種能產生
具有複雜光旋渦結構之同調光場的方法。本文所呈

現的議題，相信其中的結果和方法不僅可以在新穎

的應用上提供新的靈感，更可以提供一些新的方向

來進一步地探究光漩渦的特性。
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