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一、引言

二十世紀初期，波動及粒子二重性概念的建立

引領科學研究者深刻理解微觀世界的自然現象，有

別於巨觀尺度的物理現象主要利用古典力學來分

析，詮釋微觀尺度的物理是根據量子力學，探究物

理系統在微觀及巨觀尺度的關聯性更是多數人深感

興趣的議題。科技日新月異，由於實驗技術的持

續進步，理論的推演逐漸可藉由實驗加以驗證，

利用量子理論研究古典混沌系統 (classical chaotic 
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本文證實了大面積面射型雷射 (broad-area vertical cavity surface emitting lasers) 可用於類比研究二維量子彈
子球檯系統 (two-dimensional quantum billiards)。實驗結果顯現其近場及遠場分布可分別類比對應於二維
量子彈子球檯的位置空間及動量空間波函數，進一步研究大面積面射型雷射的光譜特性，結果顯示，當雷

射操作在接近閾值條件 (threshold condition) 時，放大自發輻射 (amplifi ed spontaneous emission) 會使螢光
光譜呈現上千個共振腔模態的峰值結構，深入分析發現，此光譜隱含相鄰模態的交互作用行為及雷射孔徑

的週期軌道資訊，這跟二維量子彈子球檯能譜密度 (energy level density) 的物理特徵一致，此實驗結果證
實大面積面射型雷射接近閾值的螢光光譜可完善類比對應二維量子彈子球檯的特徵能譜密度。

We experimentally confi rmed that broad-area vertical cavity surface emitting lasers (VCSELs) can be utilized to 
analogously investigate characteristics of two-dimensional (2D) quantum billiards. We discovered that the near-fi eld 
and far-fi eld transverse patterns of a broad-area VCSEL evidently represent the coordinate-space and momentum-
space wave functions of a 2D quantum billiard, respectively. For the optical spectrum of broad-area VCSELs, the 
high-resolution measurement clearly demonstrates that over a thousand cavity modes with a narrow linewidth 
can be perfectly exhibited in the subthreshold spontaneous emission spectrum. It is found that these subthreshold 
spontaneous emission spectra can manifest the signature of photon periodic orbits of the aperture shape, which is 
quite similar to the behaviors of the energy spectra of the 2D quantum billiards. Accordingly, it is concluded that the 
subthreshold emission spectra of VCSELs can be analogously used to manifest the quantum-billiard energy spectra.

先進雷射技術與

應用專題
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systems) 以了解量子及古典對應性  (quantum-
classical correspondence) 的課題更引起極大的關
注，此研究領域即量子混沌 (quantum chaos)(1-4)。

二維彈子球檯模型 (two-dimensional billiard 
model) 是很方便可用來研究量子混沌的現象(5, 6)，

其特點是在古典動力學上，粒子運動軌跡的圖像

容易理解及想像，而在量子力學上，粒子是束縛

在二維無限高位能阱內，粒子的行為可由定態

薛丁格方程式 (stationary Schrodinger equation) 分
析。對於許多半導體微米級結構 (semiconductor 
microstructures)，當其尺寸小於電子的平均自由路
徑 (mean free path) 時，電子在這些材料的傳輸行
為如同量子彈子球檯 (quantum billiard) 內的質點粒
子行為，因此，半導體微米級結構材料是可應用於

實驗上觀察量子彈子球檯的物理(7-9)，然而，半導

體微米級結構材料在實驗上仍有些限制及不便利

性，使得量子彈子球檯的理論預期無法完整呈現。

近十幾年，被廣泛應用研究量子混沌的方

式是根據定態薛丁格方程式及漢姆霍茲方程式 
(Helmholtz equation) 在數學上的等價性，從而利
用光學共振腔系統類比研究，如二維微波共振腔 
(2D microwave cavities)(10-12)、二維微碟雷射 (2D 
microdisk lasers)(13-15) 及光學光纖器 (optical fibers)
(16, 17)。

1999 年，哈格提及其合作研究人員 (Hegarty 
et al.) 觀察到許多有趣的氧化侷限大面積面射型雷
射 (oxide-confined VCSELs) 的橫向模態形貌(18)，

實驗結果還指出，由於氧化層及半導體材料的折

射率 (refractive index) 差值相當大，增益介質的光
場入射到氧化層邊界後將發生全反射 (total internal 
reflection)，面射型雷射因而形同帶有極大垂直
方向波向量值 (wave vector) 的平面波導 (planar 
waveguide)。2002 年，陳永富教授及其研究團隊首
先意識到此結構的光場特性滿足漢姆霍茲方程式及

德利克雷邊界條件 (Dirichlet boundary condition)，
這與二維量子彈子球檯的數學架構是完全等價

的，進而提出並證實大面積面射型雷射 (broad-area 
vertical-cavity surface-emitting lasers) 是可應用於類
比研究量子彈子球檯系統(19)，此外，在製程上，

設計各種二維形狀的面射型雷射是相當彈性且容易

的，因此，這極具獨創性的發現也為量子混沌的研

究開啟了另一條光明之路(20-25)。

本文將介紹如何利用大面積面射型雷射類比研

究量子彈子球檯系統，這將有助於我們理解量子及

古典的對應關聯性。本文第二部分從理論分析量子

彈子球檯的波函數空間分布及特徵能譜特性，第三

部分針對大面積面射型雷射的實驗結果討論，結果

顯現其近場及遠場分布可分別類比對應於二維量子

彈子球檯的位置空間及動量空間波函數，我們也發

現，適當調整雷射的操作條件，雷射橫向模態會呈

現如粒子運動軌跡的形貌，此特徵被認為是波動及

粒子關聯性的重要先兆。

我們進一步研究大面積面射型雷射的光譜特

性，當操作電流遠大於雷射閾值 (lasing threshold) 
時，各橫模的競爭會引發模態跳換的不穩定性 
(mode-hopping instability)，使得大約只有數十個
共振腔模態 (cavity mode) 會被激發出來，另一方
面，當雷射操作在接近閾值條件時，由於放大自發

輻射 (amplifi ed spontaneous emission) 的影響，螢光
光譜會呈現對應於上千個共振腔模態的一系列峰

值結構 (peaks)，深入分析發現，此光譜隱含相鄰
模態的交互作用行為及雷射孔徑的週期軌道資訊 
(periodic orbits)，這些都是二維量子彈子球檯能譜
密度 (energy density of states) 的重要物理特徵，換
言之，實驗結果證實大面積面射型雷射接近閾值的

螢光光譜可完善類比對應二維量子彈子球檯的特徵

能譜密度 (energy density of states)。

二、量子彈子球檯的特性

二維量子彈子球檯的模型是，帶有波動特性

的粒子在二維邊界內自由運動，其動力行為只

受邊界影響，此系統即粒子束縛於二維無限高

位能阱 (2D infinite potential well)。量子彈子球檯
系統被廣泛應用於研究許多介觀物理現象如載

子傳輸 (26)、半導體材料中的電導係數漲落情形 
(conductance fl uctuations)(27, 28) 以及粒子時間暫態效
應 (diffraction in time)(29) 等，隨著長晶及微影技術
的進步，微米至奈米尺寸的元件被陸續製作出，從

實驗上觀察量子彈子球檯系統的特性也逐漸實現。

如圖 1 所示，質量 M 的粒子束縛於二維無限
高位能阱的運動行為滿足二維時間獨立薛丁格方程
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式 (2D time-independent Schrodinger equation)
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其中， 為彈子球檯的邊界。對於在  內的粒子 

(即 ( , )x y  )，公式 (1) 則寫成

2 2( ) ( , ) 0k x y  

其中， 22 /k ME  。和古典彈子球檯不同，量
子世界中沒有運動軌跡的概念，因此，分析量子彈

子球檯問題普遍從公式 (2) 出發，探討其波函數及
特徵能譜。

1. 量子彈子球檯的波函數形貌
二維方型邊界是最簡單的彈子球檯系統，其

在古典動力學上是可積 (integrable) 且可分離的 
(separable)，可積系統的特徵是空間自由度數目跟
物理守恆量數目相同，此系統的動力行為則可簡化

成幾個獨立微分方程。對於二維方型量子彈子球

檯，波函數可表示成兩個獨立一維無限高位能阱解

的相乘，特徵波函數 m,n (x, y) 可寫成
　　　

,
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(3)

其中，方形邊界的邊長為 a、頂點在 (a/2, a/2) 
和 (a/2,  a/2) 且 kn = n /a (n = 1,2,3,...)，其特徵
能量則是

2 2
2 2
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圖 2 為二維方型量子彈子球檯的幾個特徵波函數的
強度分布圖，其呈現規則的棋盤狀結構。

圖 1. 二維量子彈子球檯模型示意圖。

圖 2.
 二維方型量子彈子球
檯的幾個特徵波函數

的強度分布圖。
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根據公式 (3)，可明顯看出不管量化波向量 
(kn) 的階數多高，波函數的強度皆形如佈滿空間的
規則排列，而這是量子可積系統，例如圓形量子彈

子球檯及二維簡諧振子的普遍特徵，至此，我們不

禁好奇：「在這些系統，量子波函數跟古典粒子

的運動特徵有何關聯性？」在 1926 年，薛丁格首
先猜想古典粒子的運動可想像成波包 (wave packet 
state) 在空間中的運動，並建立了一維簡諧振子的
相干態 (coherent state)，相干態是一種波包，其隨
時間行進乃沿著古典粒子的運動軌跡，爾後，此概

念也推廣至二維簡諧振子，有趣的是，相干態會確

實沿著古典的李沙傑曲線行進。

薛丁格相干態的概念成功將波跟粒子的動力行

為連結起來，也讓科學研究者合理預期，在量子系

統中，特徵定態有可能呈現出古典粒子的特徵，

1995 年，波雷特 (Pollet) 及其研究團隊利用二維量
子簡諧振子的 SU(2) 相干態推導出座落在古典橢
圓軌跡 (classical elliptical trajectory) 的定態相干態 
(stationary coherent state)(30)，近年來，陳永富教授

及其研究團隊發現，在可積量子彈子球檯系統中，

座落在古典週期軌道的定態相干態也可利用此方法

推導出來(20, 31, 32)，定態相干態是由近簡併的特徵

態 (nearly degenerate eigenstates) 線性疊加組構成，
其代表的意涵是，微擾定存在於真實世界的物理系

統，觀察到的狀態並非是特徵能態，而是一些特徵

能態的疊加，定態相干態的組成則應滿足有極小的

能量漲落 |E E |/ E 。

對於方形彈子球檯，古典週期軌道可以用三

個參數 (p, q,  ) 描述，其中 p 跟 q 表示粒子碰撞
到彈子球檯水平及鉛直邊界的次數，  則是表示
粒子在邊界的反射點位置，週期軌道的長度為

2 2( , ) 2L p q a p q  ，根據 SU(2) 定態相干態的概
念，方形量子彈子球檯座落在古典週期軌道 (p, q, 
 ) 的波函數可以表示為(20)

        
(5)
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( b i n o m i a l  c o e f f i c i e n t )，公式  ( 5 )  是
行 進 波 表 法 ， 駐 波 形 式 的 表 法 則 是

圖 3. 方形量子彈子球檯 SU(2) 定態相干態 (a) 1,1, 2
20,10, ( , )S x y

 及 (b) 2,1, 2
12,8, ( , )S x y

 的疊加方式及結果。
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     , , , , , ,
, , , ,, ( , ) ( , )p q p q p q

N M N M N MS x y x y x y   
     ，在介

觀物理世界，駐波形式的相干態可普遍被觀察到
(27, 28)。圖 3(a)-3(b) 為兩個方形量子彈子球檯的 

SU(2) 定態相干態 1,1, 2
20,10, ( , )S x y

 及
2,1, 2
12,8, ( , )S x y

 的疊
加方式及結果。

長久以來，相較於可積物理系統，不可積物理

系統 (nonintegrable physical system) 的研究對科學
研究者而言是既吸引人又充滿挑戰性。不可積系統

的物理量對任何擾動的反應是相當敏感的，其隨時

間的變化關係常會呈現不規則的混沌現象，在彈子

球檯系統中，邊界形狀是影響粒子動力行為的主要

因子。操場形狀彈子球檯是研究混沌動力學相當

有名的系統，1974 年，布尼莫夫 (Bunimovich)(33, 

34) 首先進行理論分析。對於操場形狀量子彈子球
檯，特徵能態的解析解無法求得，必須利用數值方

法分析，在此我們利用特徵函數展開法 (expansion 
method of eigenfunction)(35) 分析之。

圖 4 為二維操場形狀量子彈子球檯的幾個不同
階特徵波函數的強度分布圖，可以看出，高階特徵

波函數會呈現出複雜的強度分布結構，此波函數

類似貝利對於混沌波的猜想 (Berry’s conjecture of 
chaotic waves)(36)，值得注意的是，由於數值計算

時，定義的操場形狀邊界在 x 及 y 軸均有反射對稱
性，解出的波函數分布因而顯現映射對稱性，要得

到對稱性破壞的混沌波函數，可利用前述的近簡併

特徵態疊加方式，其物理意涵等價於施加微擾在二

維操場形狀量子彈子球檯，圖 5 為疊加近簡併特徵
態的波函數強度分布，很明顯地，波呈現無規分布

且其形貌極類似古典粒子在操場形狀彈子球檯的混

沌軌跡。 
分析二維操場形狀量子彈子球檯的波函數時，

會發現一類特別的特徵態，其形貌為波函數座落在

不穩定週期軌道 (unstable periodic orbits) 上，此現
象指出，有別於古典動力學，不穩定古典週期軌道

最終將發散而不存在，量子系統仍會將不穩定週期

軌道的資訊顯現出來。此不尋常的波狀態首先在 
1980 年被麥當奴 (McDonald) 及克夫曼 (Kaufman) 
注意到(37)，在 1984 年，海勒 (E. J. Heller) 則由理
論證實這類波函數的存在，並將之命名為「疤痕 
(scars)」(38)，意味著混沌系統中讓人深感不舒服的

存在。圖 6 為幾個二維操場形狀量子彈子球檯的
「疤痕」。

動量空間 (momentum space) 是描述粒子狀態
的另一個方式，其可顯現許多重要的物理意涵，例

如波狀態疊加組成的資訊或是波在空間的局域化效

應 (localization effect)(39)，根據量子力學，動量空

間波函數是位置空間波函數的傅立葉變換，圖 7 為
方形量子彈子球檯 (p, q,  ) = (1, 1,  /2) SU(2) 定態
相干態 (圖 7(a)) 以及操場形狀量子彈子球檯混沌
波 (圖 7(b)) 的動量空間波函數分布，顯而易見，

圖 4. 
二維操場形狀量子

彈子球檯的幾個不

同階特徵波函數的

強度分布圖。
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圖 5. 疊加操場形狀量子彈子球檯的近簡併特徵態之波函數強度分布，結果呈現無規分布的形貌。

圖 6. 
幾個二維操場形狀量子彈子球

檯的「疤痕 (scars)」。

282 nd 284 th 285 th
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方形量子彈子球檯的 SU(2) 定態相干態有著方向固
定且強度分布規律的動量空間，而混沌波的動量空

間分布則是各方向隨機佈滿且強度不均勻。

2. 量子彈子球檯的能譜性質
有別於古典動力學系統的能量呈現連續分布，

量子系統的能譜是量化不連續的，建立普適的能

譜定量分析理論將有助於了解量子系統的特性。

1950 年左右，威格納 (Wigner) 利用隨機矩陣理論 
(random matrix theory) 分析量子系統的能譜統計性
質，發現能譜的最鄰近特徵能譜間隔分布 (nearest-
neighbor eigenvalue spacing distribution) P(s) 可定量
區隔出可積或是不可積物理系統。P(s) 的 s 為能譜
間隔參數，其定義為 sn = (En+1  En) / s，其中s 
是歸一化常數，P(s)ds 的意義是在能譜間隔  (s, s 
ds) 內找到ㄧ個特徵能量的機率。根據理論推導結
果，對於可積量子系統，能譜的統計分布滿足帕崧

分布 (Poisson distribution)，即 

 P(s) = es        (6)

此分布滿足  P(0)   1，顯現出能級聚集  (level 
clustering) 的現象；另一方面，不可積量子系統
則有能級間相互排斥 (level repulsion) 的傾向，
即 P(0)  0，能級統計分布則對應於威格納分布 
(Wigner distribution)，表示式如下：

                                       
2

4( )
2

s
P s se


   

        
(7)

圖 8(a) 與 圖 8(b) 分別為二維方形及操場形狀量子
彈子球檯的能級統計分布，如理論預期，二者分別

滿足帕崧分布及威格納分布。

能級統計分析提供判斷量子系統屬於可積或不

可積的依據，但無法進一步區分其特徵的差異性，

根據玻爾－沙莫菲爾量化規則 (Bohr-Sommerfeld 
quantization rule)，能譜的量化情形取決於其對應
古典系統的粒子週期運動，能譜因而被預期能顯現

出量子系統的尺寸特徵。然而，對於不可積量子

系統，其對應古典系統的粒子運動為混亂且無規

的 (chaotic)，理論解出的量化能譜又代表什麼意涵
呢？在 1917 年，愛因斯坦 (A. Einstein) 嘗試解釋
此問題(40)，但尚未得到合理的詮釋。

圖 7. 
(a) 方形量子彈子球檯 (p, q,  ) 
= (1, 1,  /2) SU(2) 定態相干態
以及 (b) 操場形狀量子彈子球
檯混沌波的動量空間波函數分

布。 (a) (b)
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到了 1970 年，古茲威勒 (Gutzwiller) 提出了有
名的跡公式 (trace formula)，利用半古典近似法分
析此問題，理論推導證實在古典極限下 (classical 
limit) 不存在的許多不穩定週期軌道，將隱含於不
可積量子系統的能譜密度內，隨後幾年，跡公式

也推廣到可積量子系統，使此理論更加完善。跡

公式的最重要應用是將量化能譜跟週期軌道理論 
(periodic orbit theory) 連結起來，接下來，我們將
簡短介紹跡公式跟週期軌道理論的關聯性。

根據古茲威勒跡公式，量子系統的能譜密

度   (E) 是由平滑變化項  0(E) 及振盪項  osc(E) 兩
個部份組成，振盪項是由對應古典系統的作用量 
S(E) (actions) 決定，能譜密度因而可表示成

    
          

(8)
0

0 ,
1

( ) ( ) ( )

( )        ( ) cos

oscE E E

S EE 
  

 

  

   




 

      
  

 

其中，參數   乃標示週期軌道，而 = 1, 2,... 則是
此週期軌道的遞歸 (recurrences)。對於量子彈子球
檯系統，作用量 S(E)/ħ 可表成 kL，其中 k 是波
數，而 L  是週期軌道的長度，此時，公式 (8) 可
改寫成

        
(9)

 0 ,
1

( ) ( )

        ( ) cos ( )

n
n

k k k

k kL   
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



 

其中，kn 為量化波數。將公式 (9) 做傅立葉轉換，
則可得到

      

(10)
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ikL
FT n

n
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公式 (10) 指出能譜密度經過傅立葉變換後的長度
頻譜 (length spectra) FT(L) 會在長度空間呈現一系
列的峰值，峰值位置為相應的週期軌道特徵長度，

即在 L = L，換言之，量子系統的能譜密度能顯
露出所有的古典週期軌道資訊。圖 9(a) 與圖 9(b) 
分別為二維方形及操場形狀量子彈子球檯的長度頻

譜，彈子球檯的古典週期軌道特徵清楚可見，有趣

的是，對於操場形狀量子彈子球檯，許多不穩定週

期軌道皆可顯現出來。

三、利用大面積面射型雷射類比研究
量子彈子球檯

1. 大面積面射型雷射的結構及光場特徵簡介
在 1970 年晚期，面射型雷射由 K. Iga 及合作

研究者首先發明出來(41)，他們提出 InGaAsP/InP 面
射型雷射結構並利用脈衝電流成功於 77 K 驅動，
然而，InGaAsP/InP 面射型雷射有嚴重的載子再
結合 (nonradiative recombination) 問題，這會限制

圖 8. 二維 (a) 方形及 (b) 操場形狀量子彈子球檯的能級統計分布。
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|FT(L)|2

|FT(L)|2

(a)

(b) L/a

L/a

0                  1                   2                  3                   4                  5                   6                  7

0         1         2         3         4        5          6        7         8         9        10       11       12       13

Length spectrum PFT(L)
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面射型雷射的閾值電流。其後，量子阱 (quantum 
well) 及布拉格反射鏡結構 (DBRs) 的引進，大大
改善了面射型雷射的整體性能，使其能達成更優

化的閾值電流及更高的功率輸出，也成功在室溫

以連續電流驅動運作(42)。另一個決定面射型雷射

性能的因素是光場及載子在主動層的被侷限程度 
(confi nement)，這可利用增益導引 (gain guiding) 或
是折射率差異導引 (index guiding) 來達成。

在增益導引中，光場及載子電流容易從側向溢

出損耗，使得嚴重的熱效應問題產生，雷射效率因

而變差，折射率差異導引則可顯著改善此問題。對

於折射率導引的面射型雷射，由於成本低廉，利用

氧化區域侷限光場及載子是最熱門的製程技術，此

外，氧化侷限面射型雷射還有著極低閾值電流及高

功率轉換效率的優點(43-45)，因此，近年來，氧化侷

限面射型雷射是最被廣泛研究及應用的，我們的實

圖 9. 
二維  (a)  方形及  (b)  操場形
狀量子彈子球檯的長度頻譜 
|FT(L)| 。
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驗即是利用大面積氧化侷限面射型雷射做物理研究。

圖 10 為面射型雷射的結構圖，其是利用有
機金屬化學氣相沉積法 (metal-organic chemical 
vapor deposition)，製作出包含多層量子阱的主動
層 (active region) 以及半導體分散式布拉格反射
鏡 (distributed Bragg reflector mirrors) 結構的垂直
方向腔體 (vertical cavity)，主動層是由勢阱 (well) 
及壘障 (barrier) 寬度分別為 70 和 100 Å 的量子阱 
Al0.07Ga0.93As-Al0.36Ga0.64As 組成，主動層的厚度
大約為一個波長的數量級，為了使面射型雷射激

發出豐富的橫向模態資訊，主動層的增益曲線分

布 (gain profile) 及共振腔的基態之間的差值調整 
(detuning) 要適當設計，在此，差值調整約為 2.5 
THz <  /2 < 3.5 THz，上及下層分散式布拉格
反射鏡的週期分別為 23 及 29，利用濕氧化 (wet 
oxidization) 的方式並將溫度調整在約 425 °C，控
制空間的氧化速率，使此晶圓片能製作出各種不同

形狀的孔徑大小。

面射型雷射的光場滿足波動方程式  ( 

 0∂2/∂t2)E→(x, y, z, t) = 0，根據波導理論 (waveguide 
theory)(46)，當光場主要沿著 z 方向傳播時，其可表
成 E→(x, y, z, t) = E→(x, y)ei(kzz  t)，其中 kz 是沿著 z 方

向的波向量以及   是角頻率，若光場是 x 方向的
線性偏振，並將 E→(x, y, z, t) 帶入波動方程式，則可
得到

(2
t + k 2

t)Ex(x, y) = 0                    (11)

其中，2
t 表示作用在橫向座標的拉普拉斯運算子 

(Laplacian operator)，而 k 2
t =  0

2 k 2
z 為橫向波向

量，另一方面，由於主動層及氧化層有極大的折射

率差值，光場在橫向邊界幾乎全反射，這時，光場

滿足邊界條件 Ex(x, y)|x,y= 0。公式 (11) 指出，面
射型雷射光場滿足漢姆霍茲方程式，其跟描述二維

量子彈子球檯波函數的定態薛丁格方程式在數學上

是完全等價的，此等價性使面射型雷射可應用於類

比研究二維量子彈子球檯，值得一提的是，面射型

雷射的光場觀察或光譜測量遠比介觀元件的實驗來

得容易，此發現對於量子渾沌領域是極有價值的
(19)。接下來，將介紹如何利用大面積面射型雷射

類比研究量子彈子球檯系統。

2. 實驗架構
圖 11 為實驗架構示意圖，我們針對方型及操

場形狀孔徑的大面積面射型雷射進行橫向激發模態

觀察及光譜量測，方型孔徑面射型雷射的邊長約為 
40 m，操場形狀孔徑面射型雷射的長短軸分別為 
60 m 及 30 m，雷射出光波長皆約為 800 nm，為
了準確操控面射型雷射，將其裝置在溫控低溫系統

中，溫度控制的穩定性為 0.1 °C，驅動雷射的方式
為電激發 (electrical pumping)，利用準確度為 0.01 
mA 的電源供應器提供固定電流源，雷射發射的光
由極大數值孔徑的顯微鏡物鏡 (Mitutoyo, NA = 0.9) 
來準直，分光鏡將經過物鏡的光分成兩部分，其

一入射至 CCD 相機進行近遠場圖騰 (near- and far-
fi eld patterns) 量測，近遠場的轉換利用一個透鏡即
可達成；另一部分的光用於光譜量測，實驗上用解

析度極高的光譜儀 (Advantest Q8347)，其原理利用
麥克森干涉儀 (Michelson interferometer) 搭配傅立
葉頻譜系統，高達 0.002 奈米的光譜解析度可被實
現，因此，面射型雷射的共振腔模態可以被準確量

測並解析出來。

Metal contact

p-type DBR

Oxide layers
Active layer

n-type DBR

Metal contact

圖 10. 面射型雷射的結構圖。
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圖 11. 
實驗架構示意圖。

3. 實驗結果及分析
操作面射型雷射於閾值時，其會激發何種橫向

模態取決於主動層的增益曲線分布及共振腔的基態

之間的差值調整決定，此差值調整可由雷射的操作

溫度控制，溫度降低時，主動層增益曲線會顯著藍

移 (blue shift) 而使差值調整值變大，雷射因而傾向
產生高階的橫向激發模態，簡言之，透過調控雷射

操作溫度，多樣且豐富的橫向模態將可觀察到。

圖 12 為不同操作溫度下，方型大面積面射型
雷射在閾值時的近場分布，其形貌分別呈現古典

粒子參數 (p, q) = (1, 2) 的週期軌道 (圖12(a))、左
右對撞的結構 (圖12(b)) 以及參數 (p, q) = (1, 1) 的
週期軌道 (圖12(c))，從大量的實驗也發現，這類
的橫向近場模態的產生並不是特例，而是普遍存

在於多數的方型大面積面射型雷射。更有意義的

是，由漢姆霍茲方程式跟定態薛丁格方程式的等

價性，實驗觀察到的橫向模態應可利用描述二維

量子彈子球檯粒子行為的 SU(2) 定態相干態重建模
擬，圖 13 為以 (5) 式理論計算的 SU(2) 定態相干

態
1,2,0.42
12,6, ( , )S x y

 (圖 13(a))、 4011(x, y)sin(0.35 ) + 
 3914(x, y)cos(0.35 )  (圖13(b)) 以及 1,1,0.54

35,17, ( , )S x y


(圖 13(c))，其分別對應於圖 12(a) 至 圖 12(c)，實
驗及理論的良好對應確立了一個重要事實，即面射

型雷射的橫向近場模態可用於類比研究二維量子彈

子球檯的波函數，值得一提，透過雷射選模技術或

是光場負回饋機制 (optical feedback mechanism)，
更多形貌不同的橫向模態將被產生，這將有助於全

面性地理解二維量子彈子球檯的波函數特徵。

圖 12. 
不同操作溫度下，方型大面積

面射型雷射在閾值時的近場分

布，其形貌分別呈現 (a) 古典
粒子參數 (p, q) = (1, 2) 的週期
軌道、(b) 左右對撞的結構 以
及 (c) 參數  (p, q) = (1, 1) 的週
期軌道。 (a) (b) (c)
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接下來，將詳細探討操場形狀大面積面射型雷

射在閾值時的近場分布，如前述二維操場形狀量子

彈子球檯的理論分析，實驗上會觀察到兩類的橫向

近場模態：光波呈現混亂形貌以及波函數座落在不

穩定週期軌道的「疤痕」。此外，真實世界中，微

擾使得操場形狀不再是如理論計算的完美對稱，雷

射的橫向近場模態因而也不存在對稱性。

圖 14 為兩個混亂形貌的近場模態，光波變化
的不規則性及不可預測性跟不可積彈子球檯的動

力特質相仿。圖 15 為三個操場形狀大面積面射型
雷射觀察到的「疤痕」，其形貌分別呈現古典粒

子上下對撞的結構 (圖15(a))、鑽石形狀 (diamond 
shape) 的不穩定週期軌道 (圖15(b)) 以及八字形的

圖 13. 理論計算的 SU(2) 定態相干態，(a) 1,2,0.42
12,6, ( , )S x y

 、(b)  4011(x, y)sin(0.35 ) +  3914(x, y)cos(0.35 ) 以
及 (c) 1,1,0.54

35,17, ( , )S x y
 ，其分別對應於圖 12(a) 至圖 12(c)。

(a) (b) (c)

不穩定週期軌道 (圖15(c))，「疤痕」的存在無法
利用古典動力學解釋，這全然是波動力學過渡到粒

子動力學的獨特特徵，極特別地，「疤痕」在多數

的波動系統如水波槽(47)、微波共振腔 (microwave 
resonators)(48) 以及微米共振腔雷射 (microcavity 
lasers)(49) 是相當普遍會顯露出來的，此外，「疤
痕」在微米共振腔雷射更有著高品質因子 (high 
quality factor) 及高方向性 (high directionality) 的優
點(49, 50)，這對於光電積體工程是極具潛在應用價

值的。

在近軸光學下，光學系統的遠場跟近場分布的

關係為二維傅立葉變換 (2D Fourier transform)，這
與量子力學的位置空間及動量空間波函數之間的關

圖 14. 
操場形狀大面積面射型

雷射的兩個混亂形貌的

近場模態。
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係一樣，換言之，在利用光學系統類比研究量子微

觀物理時，遠場的分布是類比對應於動量空間波函

數分布。圖 16 為方形及操場形狀大面積面射型雷
射的某特定橫向激發模態的遠場分布，誠如預期，

其分布形貌跟理論計算的二維量子彈子球檯動量空

間波函數分布相當類似，如圖 7 所示。
公式 (11) 清楚指出，面射型雷射的橫模光譜

分布應可類比對應於二維量子彈子球檯的能譜密

度，那麼，在實驗上，二者將如何類比對應呢？面

射型雷射操作在閾值條件時，其大多只激發出單一

橫向模態 (single transverse mode)，此單一模態只
類比對應於二維量子彈子球檯的某單一能譜，為使

雷射能激發出盡可能多的橫向模態，我們嘗試將其

操作在遠大於閾值電流，然而，各橫模的競爭會引

(a) (b)

圖 16. 
方形及操場形狀大面積面射型

雷射的某特定橫向激發模態的

遠場分布。

(a) (b) (c)

圖 15.
 操場形狀大面積面
射型雷射觀察到的

「疤痕」，其形貌

分別呈現 (a) 古典
粒子上下對撞的結

構、(b) 鑽石形狀 
(diamond shape) 的
不穩定週期軌道以

及 (c) 八字形的不
穩定週期軌道。
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發模態跳換的不穩定性，使得大約只有數十個共振

腔模態會被激發出來，換言之，儘管將雷射操作在

遠大於閾值時，其可激發出較多橫向模態，但各橫

模間的競爭使得仍有大量的橫向模態無法產生，因

此，僅用激發的橫模光譜分布無法完善的類比對應

於二維量子彈子球檯能態密度分布。

在 1963 年，納森 (Nathan)(51) 實驗上發現砷化
鎵費比－帕洛共振腔 (GaAs Fabry-Perot cavity) 的
自發輻射螢光光譜會呈現週期性的峰值結構，在接

近閾值電流時，光譜頻寬變窄至約 50 nm 且峰值結
構最明顯尖銳，此局部性峰值位置即此共振腔的縱

向模態，此外，光譜峰值的數量跟理論估算 50 nm 
頻寬的光譜應涵蓋的縱模數量幾乎一致，這意味著

雷射接近閾值時，各共振腔模態呈現自發輻射放大 
(amplifi ed spontaneous emission) 的現象(52)，激烈的

模態競爭尚未發生，這使得螢光光譜能呈現出其頻

寬內所有的模態資訊。半導體雷射接近閾值的螢光

光譜已廣泛被證實存在這樣的現象，有鑑於此，面

射型雷射接近閾值的螢光光譜應可顯露出其頻寬內

(a)

(b)

所有的橫向模態資訊，而此光譜分布將與二維量子

彈子球檯能態密度分布有良好的類比對應關係。

圖 17(a) 為方型孔徑的大面積面射型雷射接近
閾值的螢光光譜，可以發現有數以百計的橫向模態

隱含於其間。進一步分析，面射型雷射主要的縱

模波向量 kz = 2 / 0，任一個波長為  n 的橫模，其

波向量可表成 2 2
n n zK k k  ，其中 kz = 2 / n，

則光譜分布  ( ) 可改寫成橫模波向量密度分布 
(kt)，其中 kt 是橫向波向量變數，將 (kt) 做傅立葉

轉換，可得到長度分布頻譜 
 

( ) ( ) t

t

ik L
FT t t

all k

L k e dk  

。圖 17(b) 為將圖 17(a) 轉換成  (kt) 後，做傅立葉
變換分析所得到的 |ρ͂FT(L)|，圖中橫軸 L/a 為針對
方型孔徑的邊長歸一化的參量，結果顯示，在一定

範圍內 (L/a < 20)，長度分布頻譜的峰值位置跟方
型孔徑的週期軌道有良好的對應關係，對於較長的

長度 (L/a > 20)，螢光光譜頻寬的限制及光子有限
的生命期 (lifetime) 之影響，使得長度分布頻譜的
峰值無法解析出來。極有意義的是，在長度範圍 

圖 17. 
(a) 方型孔徑的大
面積面射型雷射接

近閾值的螢光光

譜。(b) 將 (a) 轉換
成  (kt) 後，做傅
立葉變換分析所得

到的長度分布頻譜   
|ρ͂FT(L)|。

|͂FT(L)|

L/a

Wavelength (nm)

2                        6                        10                       14                       18                      22                       26

807                  809                   811                   813                  815                   817                   819                  821
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te

ns
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.u

.)
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200

100

0

(1, 0)

(1, 1)
(2, 1)

(3, 1) (4, 1)
(4, 3)

(5, 1)
(6, 2)

(5, 3)

(6, 3)

(7, 2)

(8, 3) (7, 5)

(8, 5) (9, 4) (9, 5) (10, 3) (11, 5)

(2, 0)
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L/a < 20，所得結果跟二維方形量子彈子球檯能態
密度分布的分析 (圖9(a)) 極為一致，這也證實面射
型雷射接近閾值的螢光光譜分布可用於類比研究二

維量子彈子球檯能態密度分布的特徵(53)。

圖 18 為操場形狀孔徑的大面積面射型雷射接
近閾值的螢光光譜轉換成的  (kt) (圖18(a)) 以及分
析所得的長度分布頻譜 |ρ͂FT(L)| (圖18(b))，圖中橫
軸乃針對操場形狀孔徑的長軸歸一化的參量，相較

於方形面射型雷射，長度分布頻譜的峰值位置僅僅

在長度範圍 L/a < 3 能對應於操場形狀孔徑的週期
軌道，當長度範圍拉長，長度分布頻譜呈現無顯著

峰值的振盪行為，這是由於操場邊界系統是不可積

的，微擾將嚴重影響長度分布頻譜，此結果也為了

解二維不可積量子彈子球檯的能態特徵提供了有價

值的物理圖像。

最後，更進一步將圖 17 及圖 18 轉換後的模波
向量密度分布 P(s) 進行頻譜統計分析，圖 19 為分

析所得的最鄰近頻譜間隔分布 ，如同二維量子彈
子球檯能譜分布統計分析的預期，方形及操場形

孔徑面射型雷射的最鄰近頻譜間隔分布分別對應

於帕崧分布 P(s) = exp(s) 以及威格納分布，P(s) = 
(πs/2)exp(πs2/4) 實驗結果跟理論的良好一致性再
再驗證了面射型雷射接近閾值的螢光光譜將可類比

顯露出二維量子彈子球檯能態密度分布的物理特質
(54)。

四、結論

本文介紹了如何利用大面積面射型雷射類比研

究量子彈子球檯系統。根據大面積面射型雷射的實

驗結果，我們證實了其近場及遠場分布可分別類比

對應於二維量子彈子球檯的位置空間及動量空間波

函數，進一步研究大面積面射型雷射的光譜特性，

結果顯示，當雷射操作在接近閾值條件時，放大自

圖 18. 
(a) 操場形狀孔徑
的大面積面射型雷

射接近閾值的螢

光光譜轉換成的 
 (kt) 以及 (b) 分析
所得的長度分布頻

譜 |ρ͂FT(L)|。

|͂FT(L)|

(a)

(b) L/a

kt (m1)

0            1           2           3            4            5           6            7           8           9           10         11          12         13    

0                                 1                                2                                 3                                4                                5  

Experimental data
L = 5a/2

L = a
L = 3.3a

L = √5a

L = (1+√2)a

L = 3√3a/2

| (kt)|
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(a) (b)

圖 19. 
圖 17 及圖 18 的橫
模波向量密度分

布  (kt) 的最鄰近
頻譜間隔分布統計  
P(s)。

0                 1                2                 3                40                 1                2                 3                4

1.0
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0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

SS

P(s) P(s)

發輻射會使螢光光譜呈現上千個共振腔模態的峰質

結構，深入分析發現，此光譜隱含相鄰模態的交互

作用行為及雷射孔徑的週期軌道資訊，這跟二維量

子彈子球檯能譜密度的物理特徵一致，此實驗結果

證實大面積面射型雷射接近閾值的螢光光譜可完善

類比對應二維量子彈子球檯的特徵能譜密度。
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